Capitulo 3

Sistemas de Ecuaciones Lineales

3.1. Definicién

Un conjunto finito de ecuaciones lineales en las variables 7, %2, :Za} recibe el nombre de
sistema de ecuaciones lineales.
En general un sistema de 'm’! ecuaciones con 'n’ incognitas €s el resultado de la ecuacion
matricial siguiente:
A(m.n)X(n.l) = B(m_,l)

Desarrollando:
an a2 . %n I by
ap 022 " %n z | | B
Ami am2 °°° am/n Tn -
Por tanto:

anzy +aprz +oo0F a1,71 = b1
anzy FoexTz +-t apn%2 = b2

171 +an2T2 +---+ CmnTn = bm

La matriz A, cuyos elementos son los coeficientes del sistema, se denomina matriz de los coefi-
cientes 6 matriz del sistema. En el caso de incluir en ]a matriz de los coeficientes, la columna de los
términos independientes, la matriz asf obtenida recibe el nombre de matriz ampliada o aumentada.

Significa que:
a;; a2 " Gin
. . azy 022 A2n
Matriz de los coeficientes: A = .
Am1  Om2 Qmn
ayp; 412 a;, b
, . ay axp @
Matriz ampliada: A’ = , . = P2
py Am2 " Omn bm

Una solucién de un sistema de ecuaciones lineales, es una coleccién ordenada de n numeros,

81,82,...,8n, > tiene 4 1 .
1,82, - - -1 Bnj QNN LiETED la propiedad de que cada ecuacién se satisface cuando se sustituyen:
Ty =81, =282,...,Tp = 8p. N

(23)




Si el sistema lineal no tiene solucion, se afirma que es incompatible o inconsistente 3 al
menos tiene una solucion entonees se denomina compatible o consistente, A g vy Jos Hi:“"m;;
compatibles se subdividen en sistemas determinados (mimero limitado de soluciones) vy ,.,i:qr’,;,,,;,q
indeterminados (mimero ilimitado de soluciones). ' i

3.2. Regla de Cramer

Qi la matriz de los coeficientes A de orden (n x n) es no singular y B es de orden (n x 1),
entonces ¢l sistema lineal de 'n’ ecuaciones con 'n’ incégnitas: AX = B; admite solucién iinica y
esa solucion estd dada por:

14,1 -
r; = —=;donde: j =1,2,...,mn
T4
Es decir:
N I M
4] Al i (A
Ejemplo 3.1 Resolver por la regla de Cramer los sistemas siguientes:
a)
( 4z, 43z —5u3 -\
317 +2x, =dxy = 12
ﬁ T —2.’173 +3.’L‘4 = —4
\ Ty —3r3 +4xr4 = -9
Calculando el determinante de la matriz de los coeficientes:
4 3 -5 0 & (0834 3 =12
3 3 —12
3 N2 0 . - 402 6 -—14
0 -2 3 +]1j0 -2 3 Ntalle
0 1 -3 4 01 -3 4 Por G-Chio
Por G-Chio Por Cofactores !
+ 0] 12 —24 12 —24
Al = (1)(1) = |[0] 120 =22 | =(1) (1)' 12 <99 ‘ =[12(-22) — (12)(—24)] =24 #0

+ 1] -3 4

Por Cofactores

Como |A| # 0; entonces la matriz A es no singular. Luego, reemplazando en la columna de
1z, los términos independientes y resolviendo el determinante se tiene:

53 -5 0
12 2 0 -5
-4 0 -2 3
| Ay -5 1 -3 4 24
)' — g = —— 1
LAV 2 2
Asimismo:
4 5 -5 0
3 12 0 -5
1 -4 -2 3
0 -5 -3 4

‘=’A2f_ _ 48
T 21 =5 = 2]




43 65 0
3 2 12 -5
10 -4 3
| As| 01 -5 4 24
Ta = = = —_—= 1
"= TA 24 24
4 3 -5 9
32 0 12
10 -2 -4
Al |01 -3 -5[ -2
TN~ — = — -—1
A 24 Yo ==L
31, + 279 — T3 + 224 = 4 iolgczlén:
b) 211‘]—1'2—2;173—31'4:8 .’El:2
Ty + 279 + 373 — 204 = 6 NS,
211—31*-2+2r3+.7:4=—8 xi=—2
31’1 + 61.'2 . 21’3 + T4 = 8 fOlﬁC;O‘n.‘
I1+I2—3$3—4$4=—1 ¥
c) T, =1/5
2$1+.’172+5I3+1‘4=5 A-g
» =
2:r]+2:52+2:c3—31:4—2 7 a4l
3.3. Sistema homogéneo de ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones lineales se afirma
os del segundo miembro son todos igual a cero.

entes o element
Es decir:

a1 T

+ay1272

que es homogéneo, cuando los términos independi-

+ - -Ela alnInZO

asn Ty +a2T2 + -t A9pZn =0

Am1T1 +0m2T2 +---+ QunTn = 0

Asimismo:

Todo sistema homogéneo de e
z,, = 0 siempre es una solucién. Esta s
otra solucién si existe se llama solucion

3.3.1. Teorema

Un sistema homogéneo de ecuaciones lineales, co

un numero infinito de soluciones.

cuaciones lineales es compatible, puesto
olucién es unica y se denomina so
diferente de cero o no trivial.

AX =0

que: 1 = 0, z2 =0, -
lucién trivial. Cualquier

1 més incégnitas que ecuaciones, siempre tiene
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3.3.2. Resolucion de sistemas homogéneos por Gauss-Jordan

Ejemplo 3.2 Resolver los sisternas siguentes:

dr; — a2 — 4r3=0
oy +5xy+ 203 =0

a)
T+ 20y =313 =0 Q. ek,
3~ -1 —4 [0 a
2 N5 2 |0
[1]— 2 -3 |0 (- E
0 -7 5 [0 }‘
0 8 |0
1 2 -3 |0
0 0 [61]]0]
0 1 8 |0
1 00 W= 1040
0 0 1 [0
0 1 0 |0
1 0 0 |0

Luego, el sistema se transforma:

0z, + T2+ 03 =0 = (Sol. trivial)

0271+01172+£L‘3=0
z;+ 0zy + 023 =0

21, +2r3 —24 —Ts5 =0
b) T, —T2 +I3 =0 por teorema, este sistema tiene infinitas soluciones.
21, ~z4 —Tgr=
1 Bt —3x3 —z5 =0
2 0 2 -1 -110
~1,0%4 Sl o ol
2 0 -1 -11}0
1 1 -3 0 -1|0
0o 2 0 [1] -1/0
| ' -1 1 -1 0 |0
i 0 2 -2 1 -110
“ 0 2 —4 1 -1{0
g 0 2 0 1 -1]|0
f 1 il 1 0 -1/0
| 0 0 0 0|0
0 0 -4 0 0|0
0 2 0 1 -170
1 1 0 0 -1]0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 010




Luego, el sistema se transforma:

Wo+T4—2T5=0 = I4=1T5— 2T
T+ Ty—-Ts=0 = I =251
$3=0

Asignando escalares a las variables independientes, es decir:

G
(Infinitas soluciones)
11 —2T9 +z3 +3z4 = 0
3z, 4z —bxz +Tz4 = (F : :
c) Az, +llzy —13zs < 16ZANEHUN Infinitas soluctones.
2ty —3zy 4313 —2x4y =0
T, —ITo +2T3 —Ia =0
d) 4z) 2y +6zy +3ma —dzs =0 ... Infinitas soluciones.
Ty +Iq —3x4 —Ts =

2z, +4z, —2z3; +4z4 —TT8 =0

3.4. Rango de una matriz

Considerando a los elementos de una matriz_como un conjunto de vectores columna, se
denomina rango de una matriz al nimero méximo de vectores columna unitarios distintos.
Los vectores columna unitarios se obtienen con los elementos de una matriz, realizando sobre
sus filas operaciones elementales y una forma de realizar esas operaciones elementales es también
aplicando las reglas de Gauss-Jordan.

Ejemplo 3.3 Hallar el rango de la matriz siguiente:

d2 1. 8 =1
A=| 3 -1 4 -1
-5 2 -1 0
-2 3 -1
3 -1 4 -1
-5 2 vl 0
-2 1 3 —1
0 7 -2
=] 0 -7 2
0 1 17 -5
1 0 T =%
0 0 0 0

(3
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donde. el rango de la matriz Aes:P(A) =2

De
Por otra parte, se tiene que:
1 1 0 0 |
ol=1o ;1L |#O0]#]0O
0 0 0 1 0

3.5. Teorema de Rouché-Froebenius

Un sistema de ecuaciones lineales es compatible (admite por lo menos una solucion), si y solo

si el rango de la matriz de los coeficientes es igual al rango de la matriz ampliada.
En sfmbolos: AX = B es compatible & P (4) = P (A).

Un sistema de ecuaciones lineales es incompatible (no tiene solucion), sf y solo sf el rango de

la matriz de los coeficientes es menor al rango de la matriz ampliada.
En sfmbolos: AX = B es incompatible & P (A) < P(A).

Ejemplo 3.4 Resolver los sistemas siguientes:

3I]+212—I3+2]I4=4

3z + 3x2 + 3z3 — 3x4 = 5
a)
2z, + T2 — 213 + 324 = 1

A 2 3 3 =3 /%
3 - 2 4
2 " [T] % 8 1
18 A v G124 E
0o 3 -4 2
2 N -2 3 1
o0 0 0 [[-4]
1 0 -3 4 e
0 1 4 -5 5
0 0 0 0 1
1 0 -3 4 0
0 1 4 =5 0

Luego se aplica el Teorema: P (A) = 2: P (A) = 3.

En vista de que: P (A) < P (A'); entonces el sistema es incompatible (no tiene solucion).
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—3;174
b) ~Try 4313 +x¢ =
'\ 2y, -2z, +3r3 —dx4 =
T9 =Ty +Ty =

(—
|

b
I

|
-3
O Lo O = o Ol — e o O

=]
0
-2

OOO»—-‘OOOHOOO—‘O»—ﬁolH c‘.o""c&:"'
|
N

oo
Iy
e =) (==

Dot - > L - L
|
(9%

Luego, se aplica el Teorema:

P (A) =3 =P (A'); entonces el sistema es compatible. De donde:

.'El=—’8
—.’l‘2+$4:—3=>:[4=l'2—-3
—2$2+.’l?3=0~’=>.l'3=2l‘2

Asignando escalares a las variables independientes, se tiene:

(Infinitas soluciones )

Ty — 2Ty + T3+ 224 = —2
) 22,4+ 3z, —23— 524 =9 ~ :
c) 1 2 3 4 " . .-, Infinitas soluciones.
4z — T2+ T3 — T4 =9
5z ~ 3z + 223+ T4 =3

Iy —Ig—s.‘l,';; +.1'4—3$5=2
d) 21 — 3%y + 4x3 — 5z4 + 225 = 7
9z, — 9z + 63 — 1624 + 225 = 25
Ty + 272 —8z4+ 225 =1

... Incompatible.

4z + 5z — 523 — bx4 + T25 = 3
3z + 3z — 33 — 374 + 475 = 2
20 + Ty — 23— T4+ 75 =1
Ty —To+ T3+ x4 —225=0

... Infinitas soluciones.
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